MATH Sciences Economiques L1 — Gaél ISOIRD

Les supports de cours suivants font référence au cours de Mr SOL et a son livre :

"Acces a l'université" chez DUNOD

Les supports de cours ne sont pas complets, ils ne contiennent ni les
démonstrations, ni certains schémas et exemples vus en cours.

Pour une bonne compréhension du cours, la présence et I'écoute en cours restent
vivement conseillés.
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Chapitre II :
Limites

et continuite
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I. Limites et continuité en un
point

1) Définitions

A. Limite en un point (approche intuitive)
Soit f une fonction définie sur I C R sauf peut étre au point x, de | ; si « quand x tout
en restant dans | se rapproche du nombre [ » on dit que [ est la limite de f quand x

tend vers x, et on note lim f(x) =1
X=X
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Remarque 1: « x se rapproche de x, » signifie que « |x — x| devient infiniement
petit »

Remarque 2 : x = xg se lit « x tend vers xg »
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B. Unicité de la limite
Si la limite existe, elle est unique.

C. Continuité en un point
Une fonction fest continue en un point x,si, et seulement si,

e f est définie en x

o lim G0 = o)
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2) Extensions de définitions

A. Limite a droite et limite a gauche en un point xo

Quand x tend vers x; :

e Si« x se rapproche de x, » par valeurs décroissantes, on note x — xg (oux — x,

avec x > Xxg)

 Si « x se rapproche de x, » par valeurs croissantes, on note x = x; (ou x = x,

avec x < Xg)
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On note :
o lim f(x) ou limx-x, f(x)
xﬁxé x>0

o lim f(x) ou limx-x, f(x)
X—=Xo x<0
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B. Continuité a droite et continuité a gauche en un point xo

Une fonction fest continue a droite (resp. a gauche) en x;si, et seulement si, f est

définie en xget lim f(x) = f(xo) (resp. xligl_f(x) = f(xq) )
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C.Extension pour l'infini

Bien que 40 et -c0 ne soient pas des nombres réels, la notion de limite peut étre
étendue pour l'infini et on trouve des écritures de la forme :

Jim f() = oo limf(x) =1 limf(x)=oo
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II. Continuité sur un intervalle

1) Deéfinitions
Soit a et b deux réels tels que a<b :

e Une fonction fest continue sur ]a,b[ si, et seulement si fest continue en tout

point de ]a,b[

e Une fonction fest continue sur [a,b] si, et seulement si elle est continue sur ]a,b[
et continue a droite en a et a gaucheenb
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Remarque :

Intuitivement, une fonction fest continue sur un intervalle I si sa courbe
représentative sur I n’est pas interrompue, si on peut la tracer sans lever le crayon
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2) Théoreme des valeurs intermédiaires

f(b) 4
Soit f une fonction continue sur [a,b]

Pourxela,blonam < f(x) <M

avec m image minimum de f et

M image maximum de f

f(a)

o ‘ Math L1 : Limites et continuité



MATH Sciences Economiques L1 — Gaél ISOIRD

Théoreme des valeurs intermédiaires :

Si f une fonction continue sur un intervalle [a,b] et si les images de f appartiennent a
I'intervalle [m,M], f(x)prend au moins une fois toute valeur c de [m,M] en

particulier :

 Sicestcompris entre f(a) et f(b) alors il existe un xytel que f(xy) = ¢
* Si f(a) et f(b)sont de signes contraires, f (x)s’annule au moins une fois sur [a,b]
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3) Prolongement par continuité

Soit f une fonction définie et continue sur I C R sauf au point xyde I et telle que

lim f(x) =l ou [ est un nombre réel, la fonction g définie par :
X=X

{g(x) = f(x)pour tout x de I — {x,}
g(xo) =1

est continue sur I et est appelée prolongement par continuité de fen x,
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Exemple :

x2-1

La fonction f(x) = est définie sur R — {1}

x—1
Sur ce domaine, f(x) = x + 1 donc elle est continue sur | — oo; 1| U |1; +oo]

fest prolongeable par continuité

car lim f (x) = lim f(x) =2
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La fonction g définie par :
g(x) = f(x)pour tout x de R — {1}
{g(l) =2
est continue sur R et est appelée prolongement

par continuité de fen 1
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[II. Fonctions équivalentes

4) Voisinage
On appelle voisinage d’un point xyde R (resp. de +o0 et —o0) toute partie de R
contenant un intervalle de la forme |x, — h; xy + h[ ou h>0

(resp.]a; +o[ dela forme ]| — o;al[ oua € R)
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Remarque : Il est possible de prendre « h aussi petit que I'on veut », quand on trouve
des phrases du type : « soit f une fonction définie au voisinage de x, » cela entend
que fest définie dans un petit intervalle autour de x,
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5) Fonctions équivalentes au voisinage

Soit x5 € R ou x5 € {+o0; —0}et soit f et g deux fonction définies au voisinage de

Xq, Sauf peut étre en x; ;

On dit que f et g sont équivalentes quand x tend vers x, s’il existe une fonction &

définie au voisinage de de x,, sauf peut étre en x,tel que :

f(x) = g(x)(l + e(x))avec xll)r)rcl g(x)=0

Et on note f i g (équivalent a g au voisinage de xo)
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Remarque 1:

Sienplusonag(x) # Oalors f 3 g < lim 1) — q

x—xg 9(X)
Remarque 2 :

f %, g signifie que f(x)et g(x) se ressemblent quand x — x,
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Remarque 3 :
Sifi %91 €t f2 x,923lors f1.f2 %, 91-92
par contre f; + f, n'est généralement pas équivalent a g, + g

et f,0 f, n'est généralement pas équivalent a g,0 g,
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[V. Operations sur les limites

6) Somme

f [ [ +00 —00 +00
g I + 00 +00 —00 —00
f+g L+ +oo +oo —o [
7) Produit
f l [+ 0 +00 0
g [ 400 400 + 00
fxg (X1 too to P
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8) Quotient
/ l l [#0 +00 + n
g I + 00 0t 0t
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9) Formes indéterminées

(+00) + (=)

0 X (£)

olo| H| I+
2 %'

-+

On peut souvent lever I'indétermination facilement pour les
fonctions polynémes et rationnelles en mettant le terme de plus
haut degré en facteur ou plus généralement en appliquant les regles
suivantes :
e Une fonction polyndbme non nulle a le méme comportement que
son terme de plus haut degré en 400 et — oo
e Une fonction rationnelle non nulle a le méme comportement
gue le quotient de ses termes de plus haut degré en 400 et — oo
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V. Opérations sur les fonctions
continues

Si deux fonctions f et g sont continues en x, alors :

 f 4+ g estcontinue enx,

e f X g estcontinue enx,

. L est continue enx,

g

Si f est continue sur [ et si g est continue sur f(I) alors g o f est continue sur [
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VI. Bijection, fonction reciproque
d'une fonction continue et
strictement monotone

Une fonction f définie sur un intervalle I réalise une bijection de I sur f(I)si et
seulement si pour tout y de f (1) il existe un et un seul élément de I tel que y = f(x)

Alors une fonction f~1définie sur I'intervalle f(I) réalise une bijection de f(I) surI.

f ~test appelée fonction réciproque de f sur 1.

i ‘ Math L1 : Limites et continuité



MATH Sciences Economiques L1 — Gaél ISOIRD

Remarques :

1. Toute fonction fcontinue et strictement monotone sur un segment I est une
bijection, elle a donc une fonction réciproque f 1 sur le segment f (1)
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2. Dansunrepére (0,1,7) normé (ou ||T]| = ||71])
a. Les courbes d’équation y = f(x)et x = f~1(y) sont les mémes
b.Les courbes d’équation y = f(x)et y = f~1(x) sont symétriques par
rapport a la premiere bissectrice des axes y = x

3. En faisant attention aux ensembles de définition, on a

fofH)=(fofHx)
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