MATH Sciences Economiques L1 — Gaél ISOIRD

Les supports de cours suivants font référence au cours de Mr SOL et a son livre :

"Acces a l'université" chez DUNOD

Les supports de cours ne sont pas complets, ils ne contiennent ni les
démonstrations, ni certains schémas et exemples vus en cours.

Pour une bonne compréhension du cours, la présence et I'écoute en cours restent
vivement conseillés.
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Chapitre I :

Pre-requis
nécessaires
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I. Eléments de la théorie des
ensembles

1) Présentation de la théorie des ensembles

A. Ensembles, éléments, appartenance

Ex : E={e,c,0,n,0,m,i}={lettres de I'alphabet francais permettant d’écrire le mot
économie}

Définition : un ensemble est un groupement d’éléments ayant en commun une ou

plusieurs propriétés qui le caractérisent.

Onnote:neE et nZE
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Remarques :

1)1l y a deux grandes manieres de définir les ensembles :
a. En nommant tous les éléments (par extension)
b.En énoncant les caractéristiques essentielles qui permettent de définir tous
les éléments (en compréhension)
2)L’ensemble qui contient tous les éléments du domaine d’étude s’appelle
I’ensemble univers
Pour notre exemple U= {a,b,c,...,x,y,z}={lettres de I'alphabet francais}

3)A l'inverse, I'ensemble qui ne contient aucun élément est appelé « I’ensemble
vide» : @
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B. Sous ensembles - Inclusion
e A est un sous ensemble de B si tout élément de A € B, on note A c B.

| @0

B

e A n’est pas un sous ensemble de B si il existe un élément de A qui n’est pas
contenu dans B
AZ B
Ex : E={e,c,0,n,0,m,i}
A={e,c,0}
D={e,r,t}
OnaAcEetD ¢ FE
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C.Les quantificateurs
e V « quel que soit » ou « pour tout »
e 3« il existe au moins »
Exemples :
(AcB)e (Va€A = a€B)
(A¢€B) < (3a€A/a & B)

D. Egalité de deux ensembles
On dit gue deux ensembles sont égaux s’ils sont constitués par les mémes éléments

On note A=B

Ex : {e,c,0}={c,0,e}={e,e,e,c,c,0}
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E.Ensemble des parties d’'un ensemble

L’ensemble des parties d’'un ensemble a pour éléments des sous-ensembles qu’on
peut former avec les éléments de I'ensemble.

Si A={e,c,0} I'ensemble des parties de A :fRA)={{e,c,o},{e,c},{e,o}{c,o},{e},{c},{o}, A}

Remarques :

1) On parle indifféremment de partie d’'un ensemble ou de sous ensemble.
2)Tout ensemble est inclus dans lui-méme
3)L’ensemble vide est inclus dans tout ensemble
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2) Principales opérations sur les ensembles

A. Union

A B

AUB ={xtel quex € Aoux € B}

B. Intersection

ANB ={xtelquex € Aet x € B}
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C.Différence

A—B=A\B ={xtelquex € Aet x & B}

D. Complément
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E.La différence symétrique

AAB = {(A—=B)U(B—A)} = {(AUB) — (AN B))

o ‘ Math L1 : Pré-Requis



MATH Sciences Economiques L1 — Gaél ISOIRD

Exemples :

A={1,2,3} B={4,5} C={2,3,4,5,6} U={chiffresde 1a 10}

« RA)={{1,2,31,{1,2},{1,3},{2,3}{1},{2},{3}, O}
AUB={1,2,3,4,5)

AuC={1,2,3,4,5,6}

ANB=@

AnC={2,3}

A={4,5,6,7,8,9,10}

C—A={456}=CnNnA

C={1,7,8,9,10}

AN C ={7,8,9,10}

AuUC ={7,8,9,10}
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3) Principaux théoremes relatifs aux opérations union
et intersection

A. Idempotence
e ANA=A
e AUA=A

B. commutativitée
e ANB=BNA
e AUB=BUA

C.Associabilité
c AN(BNC)=(ANB)NC=AN BnC
« AUBUC)=(AUB)UC=AU BUC
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D. Distributivité
« AN(BUC)=(ANB)U (AN C)
e AUBNC)=(AUB)N (AU ()

E.Absorption
e AN(AUB)=ACarAc (AUB)
c AU(ANB)=A Car(ANnB)CA

F.Loi de Morgan
e ANB=A UB
« AUB=A NB
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4) Cardinal d'un ensemble

A. Définition
On appelle cardinal d’'un ensemble A le nombre d’éléments de 'ensemble A
Ex : A={e,c,0} Card(A)=3

B. Deux propriétés

card(A U B)=card(A) + card(B) —card(A N B)

N
o

N
<]

card(A)=card(4 N B) + card(A N B)
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C.Cardinal de I'ensemble des parties d’'un ensemble
Si card(A)=n alors card(RA))=2"

5) Produit cartésien

A. Couple
Def : Soit 4 éléments: x,y, X,y

(x,y) et (x’,y’) sont des couples si leur égalité est définie par :
[(x,y)=(xy')] & x=x"ety =y’

Remarque : la notion de couple est différente de celle d’ensemble. On a toujours
{x,y}={y,x} alors qu’en général, (x,y) #(y,x)
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B. Produit cartésien de deux ensembles
Def : le produit cartésien (ou ensemble produit) d’un ensemble A par un ensemble B
est 'ensemble :

AxB = {(a,b) tel que a € A et b € B}
Exemple : Soit A={1,2,3} et B={4,5}
AxB={(1,4),(1,5),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5)}
Remarques :

1) Le produit cartésien n’est pas commutatif : AxB # BxA

2) Le produit cartésien de A par lui méme se note AxA=A?

3)card(AxB)=card(A) x card(B)

4)La notion de produit cartésien s’étend aux produits de plus de deux ensembles :
E.x E;x E3x ... X E,
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[I. Opeérations sur les nombres
reels

1) Principaux ensembles de nombres

e Entier naturels : N={0,1,2 ... 12,13....... }
lls permettent de résoudre des équations, mais pas toutes par ex :
X+5=27?

e Entier relatif: 7={....-3,-2,-1,0,1, 2....}
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 Nombre rationnels : Q : nombre qui vient d’un ratio (rapport), une fraction, tout
couple (a,b) avecbzOou aetb eZ

Si on a deux fractions% et% ona (3 = 5) < (a.d = c.b) (produit en croix)

b d
Parmi les nombres rationnels, la partie décimale peut étre :
- Absente
- Définie
- Périodique

 Nombre irrationnels : ils sont abtenus en faisant le rapport de deux entiers, mais
leur partie décimale est infinie et non périodique

Ex: mw=314......
V2 =1.414
e=2.718

o ‘ Math L1 : Pré-Requis



MATH Sciences Economiques L1 — Gaél ISOIRD

L’union des nombres rationnels et irrationnels donne I'ensemble des nombres réels :

NcZcQcR
Rappel :
R* = R — {0} =] — 0; 0[U]0; o]
R* = [0; +oo]
Intervalles :

Soit 2 nombres a et b, [a,b] = ensemble des nombres réels x telsquea < x<b

]a,b[ = ensemble des nombres réels x telsquea < x < b

]a,b] = ensemble des nombres réels xtelsquea < x < b

[a,b[ = ensemble des nombres réels x telsquea < x < b

]-0,a] = ensemble des nombres réels x tels que x < a

e ]a,+oo| = ensemble des nombres réels x tels que x > a
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2) Principales propriétés des fractions

-(3:5)@ (a.d = c.b)

b d
. 0al am a
# —_— = =

i mz0 alors = b
. a n c _ a.d+c.b

b d b.d

a C a.c
® — —_— T —

b d b.d

: d

a

0% — E X —_

E C
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3) Valeur absolue
Soit a un nombre réel,

e gue signifie |a] ?
|a|]=+asi a>0
lal]=-asi a<0
|]a]=0si a=0

Ex: |5|=]|-5]|=5
e que signifie |a|=|b]| ?
la|=|b|& soit a=b
Soit a=-b
Explications :

" sia>0 & a = |b|
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et si b>0 alors a=b
mais si b<0 a=-b
" sia<0 & —a = |b|
et si b>0 alors - a=b
mais si b<0 -a=-b donc a=b

e gue signifie [x|<a?

x| < a ©—-a<x<a
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4) Puissances

A. Regles de base :
at=axax..xa (nfois)

n 1 1)(1>< " (n foi
a"=—=—X—X..X— (nfois

am a a a )
al =a a’ =1
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B. Regles de calcul :
am X an — am+n

an

a™ x b™ = (ab)"
(am)n — amn
Exemples :

53 =5%x5x5=125

(=5)3 =-5x-5x—-5=-125

-3 _ 11
- 53 125

50 = (—5)° = 1
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C.1dentités remarquables

(a+b)? = a2 + 2ab + b?

(a-b)? = a% - 2ab + b?
(a-b)(a+b) = a2 - b?

(a+b)® = a° + 3 a%b +3ab? + b’
(a-b)® = a° - 3 a%b +3ab? + b’
(a+b)(a%-ab+b?) = a* - b’

Math L1 : Pré-Requis
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I[II. Equations, inéquations,
systemes

1) Equations
Résoudre une équation revient a trouver toutes les valeurs de I'inconnue qui vérifient

I’équation.

Toute égalité reste vraie du moment ou I'on applique la méme transformation des
deux cotés.
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Meéthode générale :

e On passe tous les termes d’un seul coté pour obtenir une équation de la forme
P(x)=0
Dans le cas d’une équation avec des quotients, on enleve de I'ensemble de
définition les valeurs qui annulent les dénominateurs, puis on met tout au méme
dénominateur.

e On factorise P(x) pour obtenir la forme AxBx...xC=0

e On utilise le fait gu’un produit de facteurs est nul si et seulement si un facteur est
nul pour trouver les racines de I’équation d’ou

0 A(x)=0 ou B(x) =0 .....

e Avant de proposer les racines solutions, on vérifie qu’elles sont bien dans

I’ensemble de définition.
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Résolution graphique :

e Sion alaforme P(x) =0, on trace la courbe représentative de la fonction et on lit
les abscisses des points d’intersection de |la courbe avec I'axe des abscisses.

2) Inéquations
On applique la méme méthode que pour les équations. La seule différence est que le
sens de I'inégalité change lorsqu’on applique une fonction décroissante :

e Multiplication ou division par un nombre négatif
e Application de la fonction inverse

* Application de la fonction carrée (lorsqu’on se trouve dans un ensemble de réels
négatifs) etc...
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Résolution graphique :

e Sion alaforme P(x) >0, on trace la courbe représentative de la fonction et on lit
les abscisses de I'’ensemble des points de la courbe qui sont au dessus de I'axe
des abscisses.

e Sion alaforme P(x) <0, on trace la courbe représentative de la fonction et on lit
les abscisses de I'ensemble des points de la courbe qui sont au dessous de |'axe
des abscisses

3) Systemes
Par le calcul :

On peut utiliser deux méthodes : par substitutions ou par combinaisons :

e Substitution : on exprime une variable en fonction d ‘une autre, puis on remplace
pour obtenir une éguation avec une seule inconnue. Une fois une inconnue
trouvée, on réintegre pour trouver les autres
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e Combinaisons : on applique des combinaisons successives (calculs, multiplication
de ligne, soustraction, additions) sur plusieurs lignes de facon a éliminer une ou
plusieurs inconnues.

Résolution graphique :

On trace les courbes représentatives des différences fonctions et on lit les abscisses
des points d’intersection de ces courbes.
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IV. Géneéralités sur les fonctions.

1) Rappel a propos des définitions, domaine de

définition d’une fonction

Définition : Soit deux ensembles E et F, une fonction f de E dans (vers) F est une
correspondance entre E et F qui a tout élément x de E associe au plus un élément y de
F.

f(2f)

af {| .
O..--'
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L’ensemble des x de E qui ont une image par f est 'ensemble de définition de la
fonction f. On le note souvent Df.

On dit que f est définie sur Df. L'ensemble des images se note alors f(Df).

Remarque 1 : il convient d’éviter I'abus de langage qui consiste a dire « la fonction
f(x) », f désigne la fonction alors que f(x) est un élément de '’ensemble d’arrivée.

Remarque 2 : La premiere recherche a effectuer lorsqu’on considére une fonction est
la détermination de son ensemble de définition. Dans le cas ou I’on ne nous donne
pas I'ensemble de définition de départ, il faut prendre I'ensemble le plus étendu sur
lequel la fonction est applicable.
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2) Fonctions composées

Soit E et F deux intervalles, soit f une fonction définie sur E a valeurs dans F (c’est a
dire que pout tout x € E on a f(x) € F) et soit une fonction définie sur F. On appelle
fonction composée de g et de f, la fonction notée g o f (lire « g rond f ») définie sur E

par (g o f)(x)=g(f(x))

Remarque : la composition de deux fonctions nécessite de considérer attentivement
les domaines de définition. La fonction g o f n’est définie que si 'ensemble d’arrivée
de f est inclus dans I'ensemble de définition de g.
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Exemple :

Soit les fonctions f : x = f(x) =1 —x%et g : x > g(x) = Vx il est commode de
posery = f(x) =1—x*etz=g(y) = \/} avec y = 0 pour obtenir la fonction
(gofix »(gof)x) =g(f(x)) =1 —x?

Alors que f peut étre définie sur R il a fallu réduire son domaine de définition a
[—1; +1]
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3) Variations d'une fonction, taux d’accroissement,
monotonie

Soit f une fonction définie sur D C R et soit x; et x, deux points distincts de D

On appelle taux d’accroissement (ou taux de variation) de la fonction f entre x; et x, le
nombre

fxz) — f(xq1) _ f(x) — fxz)

X2 —Xq X1 — Xy
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Soit t le taux d’accroissement de f entre deux nombres quelconques distincts d’un
intervallel € D

e fest croissante sur | (resp. strictement croissante sur ) si et seulementsit = 0
(resp.t > 0)

e fest décroissante sur | (resp. striccement décroissante sur ) si et seulement si
t <0(resp.t <0)
e festconstante surlsietseulementsit =0
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Une fonction est striccement monotone sur un intervalle si elle soit strictement
croissante, soit strictement décroissante sur cet intervalle.

Une fonction est monotone sur un intervalle si elle soit croissante, soit décroissante,
soit constante sur cet intervalle.

|

o

|
L.
-~

R ——

i E -
2 i - U -
0| Fis ol » ol
‘ L i i
! 1 !
f constante sur / [ strictement fcroissante sur /

croissante sur /
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4) Les droites

A. Droites représentatives des équations y=c et x=d

Soit deux nombres réelscetd:

e La droite représentative d’équation y=c est une droite paralléle a I'axe des
abscisses, cette droite passe par le point de coordonnées (0,c).

* La droite représentative d’équation x=d est une droite parallele a I’axe des
ordonnées, cette droite passe par le point de coordonnées (d,0).
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yT x=d
c y=c¢
&
-
J - .
0 i d X

Remarque : I'axe des abscisses a pour équation y=0 et I'axe des ordonnées a pour
équation x=0
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B. La fonction affine x — ax + b et la fonction linéaire x — ax

Etant donné deux nombres réels a et b, la fonction f de R dans R telle que

f(x) = ax + b est appelée fonction numérique de premier degré.Sib # 0 la
fonction est dite affine, si b = 0 la fonction est dite linéaire. Sa courbe représentative
est une droite de vecteur directeur 1 (1, a) cette droite passe par le point de
coordonnées (0,b)

* a est appelé coefficient directeur de la droite, c’est le taux d’accroissement
constant de la fonction affine ou de la fonction linéaire, si le repére (0,1, J)est
orthonormé, a est appelé pente de la droite.

e b est'ordonnée a l'origine de la droite.
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Remarque 1 : les droites d’équation y = ax + b et y = ax sont paralleles.

Remarque 2 : pour construire la droite d’équation y = ax + b on peut par exemple
joindre les points (0,b) et (-b/a,0)

Remarque 3 : si a>0, la droite est croissante, si a<0, la droite est décroissante.

l-—" X
4° quadrant
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5) Présentation des fonctions polynomes, racines d’'un
polynome
A. Définitions
On appelle fonction monéme toute fonction définie sur R de la forme x —

an,x™oua,, € Retm € N; a,,est appelé coefficient du mondme. Par commodité,
il est courant d’appeler a,,x™ mondme de degré m si a,, + 0

On appelle fonction polyndme toute fonction égale a une somme de fonctions
mondmes. Le degré d’une fonction polynome est le degré de son mondéme de plus
haut degré. On note :
n
x> P(x)=a,x"+a,_x" 1+ o+ axt+ agx® = z Ay, x™
m=0
On appelle fonction rationnelle toute fonction égale au quotient de deux fonctions
polynomes.
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Exemple 1:

La fonction P définie sur R par P(x) = 4x> + 6x* + 4x? + 5x + 2 est une fonction
polyndme de degré 5 ; 4x° est son terme de plus haut degré (degré 5).... 2 est son
terme de degré 0, les réels 4,6,0,4,5,2 sont les coefficients de P.

Exemple 2 :

: e 4 : :
La fonction f définie sur R parf(x) =x — 2 + o est une fonction rationnelle car en

x2—5x+1

Ly A , . : 0 :
réduisant au méme dénominateur, on obtient : parf(x) = — (quotient de

polynémes)
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B. Factorisation de polynomes

a)Division Euclidienne

Quels que soient les polyndmes A et B, avec B#0 il existe un unique couple de
polyndmes (Q,R) tels que A(x) = B(x) X Q(x) + R(x) ou soit le degré de R est < au
degré de B soit R(x)=0.

b)Divisibilité par (x-a)

Un polyndme P est divisible (factorisable) par (x-a) s’il existe un polyndme Q tel que
P(x) = (x —a)Q(x)

P est divisible par(x-a) si et seulement si P(a) = 0 on dit que a est un zéro(ou une

racine) de P

Pour déterminer Q, on peut utiliser soit la division euclidienne ou effectuer une
identification.
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Exemple :

Soit P(x) = 2x3 — x? — 7x + 6, puisque P(-2)=0, P(x) est divisible (factorisable) par
(x+2), on peut donc écrire P(x) = (x + 2)Q(x)

e Détermination de Q(x) par division euclidienne :

Px) =22 -X2-7x+ 6 x+2
2x%(x + 2) = 207 + 4x? 2x* —5x + 3 = Q(x)
P(x)~2.r2(.;r+2)= —5%-7x+6
~S5x(x+2)= -5x2—10x
(~5x°—7x+6)—(—5x(x+ 2)) = Ix+6
Ix+2)= Ix+6
(3x+6)—3(x+2) = o0
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e Détermination de Q(x) par identification

le polynome Q est de la forme Q(x) = ax? + bx + ¢ donc

P(x) =(x+ 2)(ax® + bx + ¢) = ax® + bx® + cx + 2ax® + 2bx + 2¢
=x(a) + x’(2a + b) + x(2b + ¢) + 2c,

égalité qui implique le systéme d’équations linéaires { a = 2
2a+b=-1
| 26+c=-7
L 2c=6

d’ou on titre aisémenta =2, b = - 5, ¢ = 3 et donc Q(x) = 2x* - 5x + 3.
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C.Formule de binome de Newton
Soit a et b deux nombres réels et n un nombre entier naturel, un raisonnement par
récurrence permet de démontrer la formule suivante :

(@+b)=Cla"+Cla""1b+C2a" %0+ ...+ Cha" Pb? + ..+ C1b".

Avec

n! _ nn-1Dnr-2)..(n—-p+1)
p!(n—p)!_ 1x2x3..(p—-1)xp

Cr=

Exemple : (a + b)) = d + 7a% + 21’0 + 35a°t’ + 35a°b% + 21a°b° + 7ab® + b’

7% 6 7X6%5
0=(C7= = (S= == =21, CG=Cé= ——— =35
carC%=C}=1,CL=C5=70C5=C 3 S
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6) Fonctions paires, impaires
Soit f une fonction définiesur D Cc R

* fest dite paire si et seulement si pour toutxde D, on a:

—x €EDet f(—x) = f(x)

f(-x)Ff(x)

Remarque : on étudiera f sur les positifs puis on tracera une symétrie axiale par
rapport a I'axe des ordonnées
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e fest dite impaire si et seulement si pout tout xde D, on a:

—x €EDet f(—x) = —f(x)

A -2 1} 1! 2 3
\T o §(-x)=-f(x)

Remarque : on étudiera f sur les positifs puis on tracera une symétrie centrale par
rapport a l'origine
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Remarque :

on peut établir les résultats suivants pour tout x de D tel que (a — x)eD

e f(a—x)= f(x)signifie que (C) admet la droite d’équation x = % pour axe de

symétrie
 f(a—x)=b— f(x) signifie que (C) admet le point (%,g) pour centre de
symétrie
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7) Fonctions périodiques
Soit f une fonction définie sur D C R, on dit que f est périodigue si et seulement si il
existe un nombre réel T non nul tel que pour toutx € D :

e x+T)eD(kx—-T)€ED
c fx+T)=f(x)

Le nombre T est donc une période de f. Pour étudier une fonction périodique de
période T, il suffit d’étudier f sur un intervalle de longueur T puis de tracer la courbe
en effectuant des translations successives.

A L

{ Période T
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